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o. Zusammenfass ung

In der vorliegen den Arbeit wu rde ein Problem auf gegriffen , wel ches 1963 von
J. Sedlacek unter Nr . 27 in den Proceedings of t he "Symposi um on Theory of
Graphs and its App lic at i ons" in Smol eni ce geste l l t wur de . Es wi rd gezei gt , daB
es sich urn eine Verall gemeinerung der Magischen Quadrate handelt und eine hin­
reichende Bedingung daf ur angegeben, wann ein Graph magi sch ist. Diese
Bedingung ist f ur paare Graphen sogar notwendig. Dabei spi el en F-Fakt oren, das
sind spannende Teil graphen, ei nes Graphen X eine zentrale Rolle. Di ese F-Fak­
toren stellen eine Veral lg emei ner ung des Faktor-Begriffes dar und sind ein Spe­
zialfall bzw. bei der Klasse der Paaren Graphen iden t mit einem perfekten
Mat chi ng auf X. 1m Ausbl i ck wird angeregt, den vermu tlich tieferen Zusammenha ng
zwi schen F-Faktoren und Matchinqs auf beli ebi ge Graphen zu untersuchen.

O. Summary

In this paper a pr obl em is trea ted, whi ch has been stated by J. Sedlacek i n
1963 as problem no. 27 printed in the proceedings of the "Sympo si um on Theory
of Graphs and its application s" he l d in Smol eni ce . It is shown here th at t his
probl em is a natu ral gener al i zat i on of Magi c Squares and f urther, a sufficient
condition whether a graph X i s magic or not, i s proofe d. Th i s condi t i on is even
a necessary one for bi partite graphs. In this theo rem the concept of F- f actors
i s dominant. These are certai n spanning subgra phs of X and can be seen as a
generalization of t he concept of factors of a grap h. In the case of bi parti t e
graphs and as a speci al cas e F-factors are equivalent to perfect matchings.
Fi nal ly further research on t he connection between F- f act or s and matchi ngs in
gener al is suggest ed.
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1. Einl eitung

Die systematische graphent heoret i sche Untersuchun g von Probl emen, die mehr oder
weniger dem Bereich der Denksportaufgaben und der Unterh altungsmathematik zuzu­
ordnen sind, i s t ebenso alt wie die Graphentheorie sel bst . Dazu sei beispi el ­
haft an das Ko ni gsberger BrUckenproblem, an diverse Mischungs- und Wag ung sauf ­
gaben oder an Ru ndrei seprobl eme erinner t. Durch eine entsprechende Abstraktion
von den ursprungl i chen Problemstellu ngen kommt man nicht selten auf fu ndamenta­
le Aussagen gra phentheoretischer Nat ur , die dann ihrerseits selbst wi eder durch
entsprechende Interpretation Losungen fur ahnlich gelagerte Fragestel lu ngen
bieten.

Aus dieser Sicht heraus schei nt auch die Behandlung von magi schen Quadraten und
ihrer unten definierten Verall gemeinerung auf magi sche Graphen ger echt fer t i gt .

1.1 Magische Quadrate

Ei ne umfassende Abhandl unq Uber di eses Thema stammt von Hermann Scheffl er
(/SCHE 82/), verdf fe ntl icht in ei nem 1882 ersch i enenen Buch "Die mag i schen Fi ­
guren, allgemeine Lo sung und Erweiterung ei nes aus dem Al t er t hume stammenden
Problems". Wie der Titel dieses Werkes bereits ankundi qt , sind schon dar t di ­
verse Verallgemeinerungen in An griff genommen und einer systematischen Behand­
lung unterzogen worden.

Die klassische un d zugl ei ch engste Definition ei nes magi schen Quadrates l aut et
wie folgt: (fSCHE 82/) .

Definition 1.1: Unter einem ma gischen Quadrat versteht ma n ei ne Anordnung

der Zahlen 1, 2, .... , n2 in Quadratform der gestalt, daB
jede horizontale, vertikale und diagonale Reihe dieselbe

Summe ~n(n2+1) bil det.

Beispiel 1.1: 1 12 23 9 20
(, 19 5 11 22

15 21 7 18 4 Summe: 65
17 3 14 25 6
24 10 16 2 13
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Scheff l er gi bt nu n zunachs t f ur gerades bzw . un gerades n Konst r uk t i onsvor ­
schriften an. So ents t eht etwa obi ges magi sches Quadrat mi t n = 5 aus f ol gen­
dem all qemei nen Alg or i t hmu s .

(l) Wah l e vi er ganze Za hl en a, b, a ' , b ' , rel at i v pr i m zu n, sodaB auch
ab' - a ' b, a + a ', b + b' , a - a ", b - b ' r el at i v pr im zu n (und 1- 0)
si nd.

(2) Ko nst ru ie re du rch f or t geset zt e Add i t i on der Zahl a + bn in horizon t aler
Ri cht ung und durch for t geset zt e Addi t i on von a ' + bin i n ver t i kal er Ri ch­
tung nachstehende qu adrat i sche Anordn ung von Zah len:

1 + o + On 1 + a + bn 1 + 2a + 2bn .. .. .. .. .. .. .. ..
1 + a' + b' n 1 + (a+ a') + (b+ b' )n 1 + (2a+ a' ) + (2b+ b ' )n. ... . .
1 + 2a ' + 2b' n 1 + (a+2a') + (b+2b') n 1 + (2a+2a ') + (2b+2b' )n.. . . . .
1 + 3a ' + 3b' n 1 + (a+3a') + (b+3 b' )n 1 + (2a+3a ' ) + (2b+3b' )n......

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ...... .... .... ..

(3) Jede Zahl aus diesem quadr at i sc hen Schema hat al l gemein die Gest al t
1 + c + dn.
Ersetze nun c, d dur ch di e kle i nst en posi t iven Res te r bzw . s modul o n.
(1st c 0, so sei c mod n = (c+n) mod n)
Das Ergebni s ist e~n magi sches Quadrat un ten stehender Gest al t , wobei fur
1 + r .. + s . .n n wieder der kleinste posi t i ve Rest zu nehmen is t .

1 J 1 J

1 + rOO + SOOn 1 + r01 + sOl n 1 + r02 + s02n.. .

1 + r 10 + s lOn 1 + "n + sU n 1 + r 12 + s12n•••

1 + r20 + s20n .... .. .. .. ...... .... .... .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .... ...... .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ....

Nahel iegende Erwei t er ungen f ur magi sche Quadrat e s i nd der Ver zi cht , daB auch
di e Diagonal en diesel be Summe wie die Ze i l en bzw . die Spalten haben mu ssen un d

s ~ hlieBlich, daB die Zahlen nicht mehr aus der Menge 1, 2, ..... , n2 zu
sein brauchen, sondern beliebige, jedoch ver schi edene , naturliche Zahlen sein
konnen.
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In diesem Si nne def i ni eren wi r fol gt:

Def i nit i on 1. 2: Un t er ei nem all gemeinen magischen Qu adra t ver st eht man

ei ne Anordnun g von n2 verschiedenen naturlic hen Zahl en
in einem quadr at i schen Schema der ar t , daB di e Zei l en- und
Spal t ensummen densel ben Wer t ergeben. Di eser Wert hei Be
magi sche Summe.

Beispiel:

1.2 Ma~ische Graphen

14
3
8

9
5

11

2
17
6

Es sei ein (all gemei nes) ma gi sches Quadrat mi t der magi schen Summe s gegeben:

mll m12 ........ mIn
s = L 01 • • = L m. .

. l J
J

l J
I

f[j r 1 ~ i L n bzw. 1 ~ j L n

mn1 mn2 ........ m und m.. :f m fur i , j ., u,vnn 1J uv

Dann konnen die m. . den Kant en ei nes vollstandi gen bipart i t en Gra phen zuge­
l J

or dnet werden. Da zu folgende Defi ni tion

Def i nit i on 1. 3: Ein vol lst andi ger bi partiter Graph X = (V,E) ist ei n paarer
Graph X = ((V 1,V2), E) mit V = VI U V2 und

VI n V2 = 0, sodaB von j edem x E VI genau ei ne
Kant e zu j edem y E V2 f uhrt.
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Uns interessiert hie r der spezi ell e Fall IV11 = IV 21= n. Dann hat die
zugehor i ge Adj azenzmatrix (/DOMU 73/) fo l gende Gestalt.

X~Xr '

xi I 0

X~ I 0

'S I 1

Xn
1

o

.. . 0

1

x~x~ . ..

1

1

o

Xl
1

1

o

Xn I 1
2 1 o ... 0

und somit ist kl ar , wi e - uber die Darstel l ung von X = ((V1, V2),E ) durch

di e bewertete Adj azenzmat r i x - j edem magisc hen Quadrat ein mi t den m. .
l J

kantenbewerteter, vol l st andi ger bipartiter Graph zugeord net we rden kann:

Dies fuhrt zu fol gender nahelie gender Verallgemei ner ung:

Defini tion 1. 4: Ei n endl i che r ungerichtete r Graph X = (V,E ) ohne Schli ngen
und Mehr f achkant en hei Ot ma gi scher Gra ph , wenn es ei ne Be­
wertu ng seiner Kant en mi t naturl ic hen Za hlen gi bt , sodaO
gi l t :
(a ) je zwe i ver sc hi edene Kant en s in d ver schieden bewe r t et .
(b ) di e Summe der Zahlen, die den i n ei nem Knot en x i nzi -

di erenden Kant en zugeordnet si nd, ist fur al l e x E V( X)
gl ei ch.



Beispiele

X1
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X1 ist nicht magisch

X2 :1 2 10 X2 1St mag isch

3

X 3 X3 ist nicht magisch

Xl. • • X~ ist mag isch

Xs

::07

Xs ist magisch
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2. Allgemeine Eigensc haften von magi schen Graphen

In diesem Abschnitt wol l en wi r eini ge all gemeine Auss agen uber magi sche Graphen
und deren Kantenbewertungen treffen. In Hi nblick auf das i n Ab schni t t 3 zu be­
weisende Theorem werden auch Zusammenhange bezUglich Permutation smatrizen und
linearfaktoren etc. vorweqgenommen.

2.1 Einschrankungen und Eigenschaften fur magi sche Graphen

Trivialerweise ist der aus genau zwei Knoten und ei ner Kant e bestehende Graph
G(ll = ({x,y}, {[x,y]}) magisch. Er ist auch bei al l gemeinen Au ssagen of t der
einzige extra zu erwahnende Sonderfall, sodaG wi r un s zur Vereinfachung der
Sprechweise in Hi nkunf t auf die Menge der von G(l) verschiedenen Graphen be­
schranken konnen.

l emma 2.1: 1st X magi sch und hat X eine ungera de An zahl von Knoten, so ist
di e magi sche Summe t gerade.

Beweis: V(X) *t=2:t
x E V(X)

~
x E V(X)

2: g(e l
y E V( X)

&
[x .y] E E(Xl

lemma 2.2:

Folgerung:

22: q ( e 1 = 2k.
e E E(xl

Al so 2/ ( lv (X II *tl un d da \V(X )I nach Voraussetzung ungerade i st,
muG t ger ade seine

1st X magi sch, X 1 G(l), so enthalt er nu r innere Knot en x,
d. h. dl x) ~ 2.

Ba ume sind mit Ausnahme von G(l) nic ht mag i sch.

Der Beweis fur lemma 2.2 ist trivial.
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In der spater bewie senen hinreichenden Bedingun g, ob Graphen magisch si nd, geht
der Zusammenh ang eines Graphen nicht ein. Dessen ungeachtet wollen wi r uns auf
Graphen beschranken, di e aus genau ei ner Komponente best ehen. Dies i st t atsach­
lich eine Einschrankung, da es Graphen gi bt , di e nicht ma gisch sind, deren Kom­
ponenten jedoch fur si ch all eine bet r acht et maQi sch sind.

Man kann nun versuchen, Ve r knUpfun gen zwischen magi schen Graphen zu definieren.
1m nachfolgenden Lemma ist ein Bei spi el dazu angefuhr t. Eine all geme i ne
Untersuchung, ob und welche algebrai sche St r ukt uren uber der Menge der
magischen Graphen einfUhrbar sind, i st al l erdings noch nic ht durchgefUhrt
worden.

Lemma 2.3: Sind X und V ma gisch mit derselben Summe t, X,V bei de i G(I ) ,
so, daB X und Y Komponent en eines magi schen Graphen si nd, so
kann durch nachstehende lokale Transformat i on ein zusammen­
hangender mag i scher Graph Z erzeugt werden.

Vgle11Vg·eclVx=
a b c

:=::::::;> Z=
a

2

b

3

c

y=

d e f

Ii<>
FIG. 2. 1

d e

Beweis: In der Transformation wird o.B.d. A. vorausgeset zt , daB di e

Kantenbewer t ungen g(e.) 1 1,2,3,4,5 si nd. Dies ist triv i al
1

zu erreichen. Ebenso kann angenommen werden, daB

Ig( e. )- g(e· )1~ 3 sodaG auch g(e .)-2, g(ek )- I ,
1 J J

g(e . ) , j=I, 3; k= 2,4; i=5, 6, . . •. . . ,n von ein ander versc hi eden
1

und ungl e i ch 1, 2, 3 sind.
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Definition 2. 1: Sind X=(V,E) ei n ungerichteter Graph und F=(VF,EF) ei n

spannen der Tei l graph von X, d.h. : V=VF und EF h E,ohne

isolierte Kn ot en, so heiBt Fein F-Faktor von X, wen n
sei ne Komponenten aus ei nzelnen nicht adj azenten Kant en
und/ oder aus Krei sen mi t ungerader Kantenanzahl bestehen.

Beispiel:

x=

F1 =

F2=

F3 =

[Z[2J7J
[7LJ

Fig. 2.2

In Fin. 2.2 s i nd F-Faktoren ei nes Graphen X gezei chnet . Ein F-Faktor zerfallt
in eine "Linearkomponente" L, di e ein ~1atchi ng auf X i st und durch di e einzel­
nen Kanten zusammen mi t ihren inzidenten Knoten gebi l det wird, und i n eine
Kreiskomponente {K2i+11, i=1,2, ... , die aus ungeraden,

paarweise di sj unkt en Kreisen K2i +1 mi t 2i +1 Ka nten best eht .

Sonderfalle sind L=~ oder {K2i+~=~'
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Ein F-Faktor kann somi t, soferne Lund die K2 "+1 nicht leer sind, fol gender-
maBen graphisch veranschaulicht werden. 1

1....1/: ....D
FIG. 2. 3

Es gibt Graphen, die kein en F-Faktor ent halten. Wi cht ig e Spezialfa l le von
F-Faktoren sind per fekt e Matchings und Hamilton 'sche Li nien.

Definition 2.2:

Definition 2.3:

Hilfssatz 2.1:

Beweis:

Ei ne Matrix P heiBt Permu t ationsmatri x, wenn sie in jed er
Zei l e und j eder Spalte genau e i ne Ei ns besi tzt , sonst aber
nur aus Nu l l en auf gebaut ist.

Seien P und Q zwei Quadratische (n, n) Matrizen. Dann
bedeute P < Q, daB P durc h Nul l set zen von Elementen
q " " t- 0 aus Q entstanden i s t.
lJ

Sei A die (n,n) Adjazen zmatrix eines Gr aphen X mit IV( x )i =n
Knot en und sei Peine (n, n) Permutationsmatrix mi t P<A .
Dann enthalt A einen F-Faktor, der durch P konstr uierbar
i st.

Es genugt wegen P < A zu zei gen, daB man durch P einen
Graphen mi t n Knot en er kl aren kann, der aus einer
Linearkomponente und/ oder ei ner Krei skomponent e best eht .
DaB dann P ein spannender Te i l gra ph von A ist, fo l gt un­
mi t t el bar aus P < A.
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1st P symmetrisch, so ist P auffaBbar als Adjazenzmatrix eines
Grap hen. Auf Grund der Definition einer Permutat i onsmatr ix folgt
ferne r , daB der Gr ad jedes Knoten dieses Graphen ei ns i st und
wei l P symmetrisc h se i n sol l , muG auBerdem n ger ade seine Somit
erkl art P auf dem Graphen X ei n per fekt es Mat chi ng mit n/2
Kanten, welches ein Spezialfall eines F-Faktors ist.

l s t P streng asymmetrisch , d. h, ist fur jedes p.. 'I 0 das
1 J

spiegelbildlich dazuliegen de p .. = 0, so kann man P zu ei ner
J 1

(n,n) Mat r i x P erqanzen, P < P, i ndem fur jedes
p. . 'I 0 das zuqehdr t qe p . . ebenfalls t 0 (ndml i ch = 1)

l J . Jl
gesetzt wird. P enthalt dann 2n von Nu l l ver schi edene
El emente und es gil t P < P < A. In j eder Zei1e und i n j eder
Sp alte von P sind genau zwei Elemente P f O. FaOt man
jetzt Pals Adj azenzmat r i x ei nes Graphen Y auf, so i st Y ei n
spannender Tei l graph von X, wobei j eder seiner Knot en y den Grad
d(y) =2 hat. Somit zerfallt Y in eine Me nge von Kreisen
{K2r} und/ oder {K2r+J . Aus den Kreisen K2r kann in
tr i vi aler Weise ei ne Linea rkomponente fur den zu besti mmenden
F-Faktor aus gewahlt wer den; die K2 +1 - soferne nic htleer -
bilden die Kreiskomponente dazu. r

1st P weder symmetrisEh noch streng asymmetrisch, so geht man
iiber zu einer ~1a t r i x P mit p. . = p. . v p .. . Damit

_ ~ lJ lJ J l
defi ni ert P mit P < P < A einen spannenden Teil graphen Y von X,
dessen Knoten y ent weder den Grad d(y)=1 oder den Grad d(y )=2
haben. Da die Anza hl der Knoten mi t d(y )=1 wegen P < A gerade
sein mUG, ist unter Wi eder hol ung der Konst r ukt i onsmechani smen
von oben klar, wie aus Y ein F-Faktor bestimmt werden kann.
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Hilfssatz 2.2: Sei Peine (n,n) Permutation smatrix mit P < A und densel ben Vor­
aus se t zungen wi e bei Hilfss at z 2.1. We i t er sei Pi j 1 o. Da nn
kann man aus P e i nen F-Faktor so konstruieren, daB die Ka nt e
[ x. , x. ] = [i,j] E E(F).

1 J def

Beweis: 1st P symmetrisch, so ist der F-Fakt or ei ndeuti g besti mmt und es
i st [ i , j ] we gen p.. =l trivial erwei se aus E(F). Es gen ii gt so-

lJ
mi t, die Ar gumentation fUr den Fall zu f iihren, daB P st reng
asymme t r i sch ist. Durch den Ubergang zur symmetrischen Mat r i x
is" mi t P< is" < A werden in dem zu is" gehori gen Graphen Y
Ka nten [k,i] und [ j , l ] eingefUhrt und [k, i ], [ i , j ], [j , l ] li egen
auf einem Kreis K2r oder K2r+1• Liegt [i,j] auf dem un gera-
den Kreis K2r+1, so gehor t di ese r zur Kreiskomponente von F
und di e Behauptung ist ri chtig.1m anderen Fal l wi rd jede zweite
Kante aus K2r fUr die Linearkomponente von F ausgewahlt. Be-

gi nnt man mit der Au swahl bei [ i .Jl , so ist bereits die Aussaqe
des Satzes erfullt.

Definition 2.4: Ei ne quadr atische (n,n) Mat r i x A hei8 t doppel st ochast i sch wenn
gi l t :

( i ) a .. ..::,. 0
lJ

(i i ) :La. . = ~a . . = 1
. 1 J . 1 J
1 J

Hilfssatz 2.3: 1st der Grap h X magi sch mit der magi schen Summe s, so erklart

se ine zugehorige bewertete Adj azenzmat r i x M durch A = s-lM
ei ne (symmetrische) doppelstochast ische Matrix A.

sol l , gi l t f ur di e Zeilensummen
bewer t eten Adj azenzmat r i x Mdi e
s. Somit gi l t wegen A = s- lM

Beweis: Da X magi sch sein
Spaltensumrnen der

Z m. . = :L m. .
. 1 J . 1 J
1 J

-1und a . .=S m. .
1 J 1 J 2 ai j

i
~aij
J

1.

bzw. die
Bezi ehung
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Wir bezeichnen die bewerteten Adjazenzmatrizen von magi schen Graphen der Ku r ze
we gen als magi sche Mat r i zen. Entprechend dem Hilfssatz 2.3 kann man einer
solchen Matri x M i mmer ei ne doppel st ochast i sche Ma t r i x A zuordnen, die mi t
a i j = 0 oder ai j i 0 ebenso den zu Mgehor i gen Graphen X def i ni er t .

3. Charakterisierung ma gischer Graphen

In diesem Abschnitt wol l en wi r eine notwendi ge und eine hinreichende Bedingung
fur die Eigenschaft "magisch " ableiten. Der Beweis dazu wird unter Verwendung
der Hilfssatze 2. 1 - 2.4 und mittels all gemeiner Satze uber doppelstochastische
Matrizen (/BE 66/) qef uhr t . (Satz von Bi r khof f ) .

Hilfssatz 3.1: 1st A eine doppel st ochast i sche (n, n) Matrix, so ist mi ndest ens
i ii

ei nes der Entwi ckl ungsgl i eder all a2
2... an

n

ihrer Determinante von Nu l l verschieden.

Der Beweis dazu findet sich bei KONIG (/KO 35/) oder bei BERGE (/BE 66 / ) .

Satz 3.1: 1st A eine doppel st ochas t i sche (n,n) Mat r i x, so gib t es

Permutation smatrizen PI' P2' ... •Pk un d positive Zahlen

t 1, t 2' .... , t k ~ 0 soda13 gi l t:

(i)

(i i)

k
:L t , = 1
. 1 1
1 =

k
A = L t . P.

. 1 1 11=

Beweis: (s i ehe / BE 66/ Kap. la, Theorem 11): Laut Hi l f ssat z 3.1 gibt es
iIi 2 i

einen Au s dr~c k a1 a? •. . an
n i O. Sei

t 1 = min (a/, .... ,a n
n). Dann gi l t A = t 1P 1+A1,

wobei die Permutationsmatrix PI durch (i 1,i 2, •.• •i n)
definiert wi r d. Al ist wi eder doppel st ochast i sch. enthalt

aber mehr Nu l l en als A. Das Verfahren wi rd i m Si nne von

A = t 1 PI + (t2 P2 + A2) for t gesetzt, bis mi t
A = t 1 PI + t 2 P2 + •.• + t k Pk + Ak mit Ak = 0

abgebr ochen werden kann.
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Satz 3.2: 1st Meine magi sche (n , n) Mat r i x, mi t der magi schen Summe s, so
gi bt es eine Zerlegung durch Permutationsmatrizen P. , sodaG

1

M =
k *
~ti Pi·
i =1

Beweis: Aus Hilfssatz 2.3 und Satz 3.1 fol gt unmittelbar:

k *
= Lt;P i

i=1

k *
1 und Lt.=S.

. 1 11 =

k
M = sA = s (Lt . P. )

. 1 1 11 =

k
Lt . =
. 1 11 =

Dahei ist

Satz 3.3: 1st Meine ma gische Ma t r i x und zugleich Adjazenzmatrix ei nes
paaren Graphen X, so gi bt es stets eine Zerlegung von M entspre­
chend Sat z 3. 2, wo bei di e Permutati onsmatrizen P. symmet r i sch
sind. 1

Beweis: Zum Bewei s ist es nutzlich, sich in Eri nnerung zu rufen, daG ein
paarer Graph X keine ungeraden Kreise enthalt und somit die
durch die P. erk l ar t en F-Faktoren perfekte Ma t chin gs (Linear ­
faktoren) ~ind.
Der Beweis wird indirekt gefuhrt.

*Es sei M = 2. r .>. eine Zerlegung nach Sat z 3.2, wobei
di e Summanden so l g~ordnet sind, daB di e ersten r-1 Permutations­
mat r i zen alle symmetrisch si nd:

r-1 * *
M = L t .P. + t P + M •

i =1 1 1 r r r

P se i demnach asymmetrisch un d man kann auch in der wei t eren
r *

Zerl egung von ( t P + M ) keine symmetrischen P ab-r r r
spalten. Sei mit pT die Transponierte von P bezeichnet.

r r
Durch Umf ormen erhalten wi r :
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r- l * 1 * T 1 * T
M = Lt. P.+ ]OJ t (P +P )+M +"i t (P - P )

i=1 1 1 L r r r r L r r r

r-l * 1 * T
== L t .>. + "it (P + P )

i==1 1 1 L r r r
*+ Mr '

* 1 * TEs si nd M, L:ti Pi und 2tr{Pr+Pr)
doppel stochastisch und symmetrisch. Der Ausdr uck

2
! t * (P +pT) laGt sich zerlegen in 2~t*(Prl+ p2) ,

r r i" 2 r r
wobe i P und P symmetrische Permutationsmatrizen

r r
sind. Al so haben wi r noch zwei weitere symmetrische P in der

Zerlegung gefunden. Wi der spr uch!

Satz 3.4 Sei Me i ne mag i sche Ma t r i x un d zugl ei ch Adj azenzmat r i x eines paaren
Graphen. Ferner sei en m.. und mk 1 zwei bel i ebi ge verschi edene
Elemente t 0 daraus. Da~H gibt e~ stets e i ne Zerlegung durch
symmetrirche Permutationsmatrizen P , bei der fur eines der P
gilt: Pij == 1 genau dann, wenn p~ l r == 0 . r

Bewe i s : Wir begi nnen mit ei ner Ze r l egung gemaB Satz 3.2 bzw . Sat z 3. 3,
brechen j edoc h nach dem er st en Schritt ab,wobei PI symmetrisch ist:

*M == t 1P1 + t1 1

O. B.d.A . kann an~enommen werden, da8 mi j in PI durch ein P~j

reprasentiert wird. 1st dann mkl nicht in PI dur ch P~ l

dargestell t, so sind wi r ferti g.

1m anderen Fall ist M1 wieder doppel st ochast i sch und symmet r i sch.
1 * 1 * .

w~ gen mi j~ mi j - t 1, mkl == mkl - t 1 und mi j ., mkl s i nd auch
mi j und mkl verschieden.

Au8erdem hat M1 mehr Nullen als M. Also kann man M1 analog

zerl egen. Da auch nach der r-ten Ze r l egung di e m~ . und
1 J

m~l ver schieden sind, sofe r ne sie bi s dahi n gemei nsam
aufgetreten sind, gibt es einmal ein Ps' durch das mi t

t* == m~ . das m~ . verschwindet, nicht aber mS

l
(oder umgekehrt ) .

s l J l J k



Satz 3.5:

Beweis:

Satz 3. 6:

Beweis:

Satz 3.7:

Bewei s :
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1st X ein paarer magischer Graph, so gi bt es zu j e zwei Kan­

t en e
1

, e2 einen F-Faktor, der eine der bei den Kanten

enth al t , die andere jedoch nicht.

Der Sat z ergibt sic h sofort, wenn ma n die Au ssage von Sat z 3. 4
bezUgl i ch der Permutationsmatrizen P gemaB Hi l f ssat z 2. 2
graphentheoretisch interpretiert. r

1st X ein magischer Graph, so l i egt jede Kante e mi ndest ens auf
ei nem F-Faktor.

Sei Mdie zu X gehor i ge magi sche Mat r i x und sei m. . der Re pra-
l J

sent ant von e = [xi'xj ]. Dann folgt aus der Zerleg ung von

Sat z 3.2, daB e durch ein P~j in einer Per~utationsmatrix

Pr reprasentiert wird. Dann kann man l aut Hilfssatz 2. 2 einen

F-Fakt or konstruieren, der e = [ xi' xj ] enthalt.

1st X ein Graph, bei dem j ede Ka nt e e auf einem F-Faktor l i egt

und gi bt es zu je zwei Ka nt en e
1

, e2 einen F-Fakto r , der
ei ne der bei den Kanten enthalt , die andere j edoch nic ht, so i s t

X magi sch.

Zu er st erze uge man eine Bewer t un g der Kanten von X, sodaG die
Summe der Bewertu ngen der in einem Knoten in zidierenden Kanten
f ur al l e Knoten gl ei ch i s t :

L: m. . = L m.. = sl
i l J j l J

wobei di e m. . noch nicht notwendigerweise verschieden sin d.
lJ

Di es erreicht man wie fol gt:
Sl: anfangs werden al l e Kanten emit 0 bewertet.
S2: fUr j edes e E E( X) konst r ui ere laut Satz 3.5 einen

F-Faktor und erhohe di e Bewert ung m.. der Kant en
e = [xi'x j] von E(F) l J

urn 1, falls e aus der Kreiskomponente von Fist und
urn 2, falls e aus dem Linearteil von Fist.
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1m allgemei nen Schritt mu ssen nun die Bewer t ungen m; j und ~ l

verschiedener Kanten e1 = [xi ' xj ] und e2 = [xk'x l],
falls noch mi j = mkl ist, verschieden gemacht werden. Dies
erre i cht man durch analoge Anwendung von S2 von vor hin entl ang

des F-Faktors laut Voraussetzun g, der o.B. d.A. e1 enthi:ilt,
aber nicht e2. Vorher mUssen die schon vorliegenden Kantenbe­

wertu ngen mi t einem Faktor k ~ 2 multipl iziert werden, damit die

Differen zen m - m ver schi edener Kant enbwer t un gen genU-r s qp
gend groB werden.

Theorem 3.1: Ei n paarer Graph X ist genau dann magisch, wenn jede seiner
Kanten auf einem F-Faktor liegt und zu j e zwei Kan t en e1, e2
ein F-Faktor existiert,der genau eine der beiden Kanten ent hi:i l t .

Der Beweis von Theorem 3.1 ergibt sich durch Zusammenfassen der Si:itze 3. 5, 3. 6
und 3.7.

Theorem 3. 2:

Beweis:

Theorem 3.3:

1st X ein paarer Graph, so ist er genau dann magi sch, wenn j ede
sei ner Kanten in einem perfekten Mat chi ng liegt und es zu j e
zwei Kanten e1, e2 ein perfektes Matching gi bt , das genau
eine der beiden Kanten enthalt.

Da X ein paarer Graph ist, enth al t X kei ne ungeraden Kreise.
Daher besteht jeder F-Faktor nur aus einer Linearkomponent e und
ist daher definitionsgemaB ein perfektes Matching.

Di e vol l sts ndi qen Graphen mit !V(X)]~5 Knoten si nd magi sch.

Der Beweis zu Theorem 3.3 ist insoferne l ei cht zu fUhren, indem man die Fal l e
IV(X)\ gerade und IV(X)! ungerade unterscheidet. Im ersten Fall zerfallen die
Graphen in Linearfaktoren, d.h. in perfekte Ma t chi ngs (/KO 35/) und di e hin­
reichende Bedingung von Satz 3.7 ist leicht erfUl lbar. 1m anderen Fal l geht man
zunachst fur den vol l stand i qen Teilgraphen mi t IV(x )i -1 Knot en genauso vor un d
konstruiert dann al s Kreis komponente ein Dreieck mi t dem IV(X)!.t en Knot en usw .
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4. Au sb1 i ck

Das ursprunglich rein zahlentheoretische Problem ist durch die Satze von vorhin
zu einem Strukturprobl em geworden. Die zentrale Rol l e spielt der F-Faktor lau t
Definition 2.1, der als Verall gemeineruno des Faktorbegriffes (/KO 35/) anzu­
sehen ist.

Wie eingangs bemerkt wurde, gi bt es Graphen, di e kei nen F-Faktor besitzen un d
bei paaren Graphen , di e einen F-Fakt or haben, ist di eser e i n perfektes Matchin
(Linear~Faktor). Insoferne er hebt sich die Frage , wel cher all gemeiner Zu sammen­
hang zwischen F-Faktoren und Matchings vorliegt, i nsbesondere , ob sich aus
einem gegebenen F-Faktor eines Graphen X ein maximal es Mat chi ng in Polynomial­
zeit bestimmen l aBt . Ahnl i ch wie bei Matchingproblemen ist die gestellte
Aufgabe fur paare Graphen einfach gel ost . AuBerdem l aBt sich das Theorem 3.2
leicht algorith~isieren, sodaB fur magische paare Graphen auch leicht eine
magi sche Bewertung gef unden werden kann.

DaB fur nichtpaare Graphen die Bedingung nic ht no t wendi g ist, zei gt das nach­
stehende Gegenbeis piel von Fig. 4.1, in der fur den zusammenhangenden Graphen X
eine ma gische Bewer t ung angegeben ist, ohne daB fur di e beiden stark ausoezo­
genen Kanten ein F-Faktor existiert, der genau eine der beiden enthalt.

4

FIG. 4. 1
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