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0. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Problem aufgegriffen, welches 1963 von

J. Sedlacek unter Nr. 27 in den Proceedings of the "“Symposium on Theory of
Graphs and its Applications" in Smolenice gestellt wurde. Es wird gezeigt, daB
es sich um eine Verallgemeinerung der Magischen Quadrate handelt und eine hin-
reichende Bedingung dafiir angegeben, wann ein Graph magisch ist. Diese
Bedingung ist filir paare Graphen sogar notwendig. Dabei spielen F-Faktoren, das
sind spannende Teilgraphen, eines Graphen X eine zentrale Rolle. Diese F-Fak-
toren stellen eine Verallgemeinerung des Faktor-Begriffes dar und sind ein Spe-
zialfall bzw. bei der Klasse der Paaren Graphen ident mit einem perfekten
Matching auf X. Im Ausblick wird angeregt, den vermutiich tieferen Zusammenhang
zwischen F-Faktoren und Matchings auf beliebige Graphen zu untersuchen.

0. Summary

In this paper a problem is treated, which has been stated by J. Sedlacek in
1963 as problem no. 27 printed in the proceedings of the "Symposium on Theory
of Graphs and its applications"” held in Smolenice. It is shown here that this
problem is a natural generalization of Magic Squares and further, a sufficient
condition whether a graph X is magic or not, is proofed. This condition is even
a necessary one for bipartite graphs. In this theorem the concept of F-factors
is dominant. These are certain spanning subgraphs of X and can be seen as a
generalization of the concept of factors of a graph. In the case of bipartite
graphs and as a special case F-factors are equivalent to perfect matchings.
Finally further research on the connection between F-factors and matchings in
general is suggested.
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1. Einleitung

Die systematische graphentheoretische Untersuchung von Problemen, die mehr oder
weniger dem Bereich der Denksportaufgaben und der Unterhaltungsmathematik zuzu-
ordnen sind, ist ebenso alt wie die Graphentheorie selbst. Dazu sei beispiel-
haft an das Konigsberger Brickenproblem, an diverse Mischungs- und Wagungsauf-
gaben oder an Rundreiseprobleme erinnert. Durch eine entsprechende Abstraktion
von den urspriinglichen Problemstellungen kommt man nicht selten auf fundamenta-
le Aussagen graphentheoretischer Natur, die dann ihrerseits selbst wieder durch
entsprechende Interpretation Losungen fir dhnlich gelagerte Fragestellungen
bieten.

Aus dieser Sicht heraus scheint auch die Behandlung von magischen Quadraten und
ihrer unten definierten Verallgemeinerung auf magische Graphen gerechtfertigt.

1.1 Magische Quadrate

Eine umfassende Abhandlung Uber dieses Thema stammt von Hermann Scheffler
(/SCHE 82/), veroffentlicht in einem 1882 erschienenen Buch "Die magischen Fi-
guren, allgemeine Losung und Erweiterung eines aus dem Alterthume stammenden
Problems". Wie der Titel dieses Werkes bereits anklindigt, sind schon dort di-
verse Verallgemeinerungen in Angriff genommen und einer systematischen Behand-
lung unterzogen worden.

Die klassische und zugleich engste Definition eines magischen Quadrates lautet
wie folgt: (/SCHE 82/).
Definition 1.1: Unter einem magischen Quadrat versteht man eine Anordnung

der Zahlen 1, 2, ....,n2 in Quadratform dergestalt, daB
jede horizontale, vertikale und diagonale Reihe dieselbe

Summe-%n(n2+1) bildet.

Beispiel 1.1: 1 12 23 9 20
c 19 5 11 22
15 21 7 18 4 Summe: 65
17 3 14 25 6

24 10 16 2 13
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Scheffler gibt nun zundchst fir gerades bzw. ungerades n Konstruktionsvor-
schriften an. So entsteht etwa obiges magisches Quadrat mit n = 5 aus folgen-
dem allgemeinen Algorithmus.

(1) Wahle vier ganze Zahlen a, b, a', b', relativ prim zu n, sodaB auch
ab' - a'b, a+a', b+b', a-a', b-0>b'relativ primzu n (und # 0)
sind.

(2) Konstruiere durch fortgesetzte Addition der Zahl a + bn in horizontaler
Richtung und durch fortgesetzte Addition von a' + b'n in vertikaler Rich-
tung nachstehende quadratische Anordnung von Zahlen:

1 + 0 + On 1 + a + bn 1+ 2a + 20N s sénaien
1+ a'" + b'n 1+ (at a') + (bt b"In 1 + (2a+ a') + (2b+ b')n......
1 +2a' + 2b'n 1 + (a+2a') + (b+2b')n 1 + (2a+2a') + (2b+2b')n......
1 1+ {a+3a') + (b+3b')n 1+

(2a+3a') + (2b+3b')n......

(3) Jede Zahl aus diesem quadratischen Schema hat allgemein die Gestalt
1 +c + dn.
Ersetze nun ¢, d durch die kleinsten positiven Reste r bzw. s modulo n.
(Ist ¢ 0, so sei ¢ mod n = (c+tn) mod n)
Das Ergebnis ist e%n magisches Quadrat untenstehender Gestalt, wobei fir

1+ rij + Sijn n- wieder der kleinste positive Rest zu nehmen ist.

L+ rgp * Spo" L # TG ¥ Sg” L+ Pgp * sga"
1 + rlO + len 1+ rll =}t Slln 1+ r12 + slzn...
1 + r20 + 520n ..... TS L e e e eeceaeens .

Naheliegende Erweiterungen fiir magische Quadrate sind der Verzicht, daB auch
die Diagonalen dieselbe Summe wie die Zeilen bzw. die Spalten haben missen und

schlieBlich, daB die Zahlen nicht mehr aus der Menge 1,2, ..... y n2 Zu
sein brauchen, sondern beliebige, jedoch verschiedene, natirliche Zahlen sein
kdonnen.
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In diesem Sinne definieren wir folgt:

Definition 1.2: Unter einem allagemeinen magischen Quadrat versteht man

eine Anordnung von n2 verschiedenen natiirlichen Zahlen

in einem quadratischen Schema derart, daB die Zeilen- und
Spaltensummen denselben Wert ergeben. Dieser Wert heiBe
magische Summe.

Beispiel: 14 9 2
3 5 17
8 11 6

1.2 Magische Graphen

Es sei ein (allgemeines) magisches Quadrat mit der magischen Summe s gegeben:

Mg Myp  ceenrens Mn
s=Zm1.J. = zm”
[ J
flir1<i<n bzw. 1< j<n
My Mo eeveesns B und mij # My fiur 1.,J £ u,v

Dann konnen die mij den Kanten eines vollstandigen bipartiten Graphen zuge-

ordnet werden. Dazu folgende Definition

Definition 1.3: Ein vollstdndiger bipartiter Graph X = (V,E) ist ein paarer

Graph X = ((Vl,Vz),E) mit V.=V, U V, und
V1 N V2 = @, sodaB3 von jedem X € V1 genau eine

Kante zu jedem y € V2 fiihrt.
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Uns interessiert hier der spezielle Fall |Vl| = |V2|= n. Dann hat die
zugehorige Adjazenzmatrix (/DOMU 73/) folgende Gestalt.

1
XZ

n
XZ

und somit ist klar,

X33 P Xoxg - v e x5
g v----- O 1 1
0 O 1 1
1 1 O Bws s 0
S I

wie - iiber die Darstellung von X = ((Vl, V2),E) durch

die bewertete Adjazenzmatrix - jedem magischen Quadrat ein mit den m.

kantenbewerteter, vollstdndiger bipartiter Graph zugeordnet werden kann:

Dies fiihrt zu folgender naheliegender Verallgemeinerung:

Definition 1.4:

Ein endlicher ungerichteter Graph X = (V,E) ohne Schlingen

und Mehrfachkanten heiBt magischer Graph, wenn es eine Be-

wertung seiner Kanten mit natirlichen Zahlen gibt, sodaB

gilt:

(a) je zwei verschiedene Kanten sind verschieden bewertet.

(b) die Summe der Zahlen, die den in einem Knoten x inzi-
dierenden Kanten zugeordnet sind, ist fiir alle x € V(X)
gleich.



Beispiele

X1

i)

12

13

5

10

707
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X;ist nicht magisch

X,ist magisch

X31st nicht magisch

X, ist magisch

Xsist magisch

51
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2. Allgemeine Eigenschaften von magischen Graphen

In diesem Abschnitt wollen wir einige allgemeine Aussagen iiber magische Graphen
und deren Kantenbewertungen treffen. In Hinblick auf das in Abschnitt 3 zu be-
weisende Theorem werden auch Zusammenhange beziiglich Permutationsmatrizen und
Linearfaktoren etc. vorweggenommen.

2.1 Einschrdankungen und Eigenschaften flr magische Graphen

Trivialerweise ist der aus genau zwei Knoten und einer Kante bestehende Graph
G(1) = ({x,y}, {[x.y]} ) magisch. Er ist auch bei allgemeinen Aussagen oft der
einzige extra zu erwahnende Sonderfall, sodaB wir uns zur Vereinfachung der
Sprechweise in Hinkunft auf die Menge der von G(1) verschiedenen Graphen be-
schranken konnen.

Lemma 2.1: Ist X magisch und hat X eine ungerade Anzahl von Knoten, 50 ist
die magische Summe t gerade.

Beweis: V(X) *t=>t = 3 = qle)
x € V(X) XeEV(X) yeVv(X)
&
[x.y] € E(X)
= Z:E:Q(e} = 2k.
e ¢ E(x)

Also 2/(|V(X)| *t) und da |V(X)| nach Voraussetzung ungerade ist,
muB t gerade sein.

Lemma 2.2: Ist X magisch, X # G(1), so enthdalt er nur innere Knoten x,
d.h. d(x) = 2.

Folgerung: Baume sind mit Ausnahme von G(1) nicht magisch.

Der Beweis flir Lemma 2.2 ist trivial.
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In der spater bewiesenen hinreichenden Bedingung, ob Graphen magisch sind, geht
der Zusammenhang eines Graphen nicht ein. Dessen ungeachtet wollen wir uns auf

Graphen beschranken, die aus genau einer Komponente bestehen. Dies ist tatsach-
lich eine Einschrankung, da es Graphen gibt, die nicht magisch sind, deren Kom-
ponenten jedoch flr sich alleine betrachtet magisch sind.

Man kann nun versuchen, Verknupfungen zwischen magischen Graphen zu definieren.
Im nachfolgenden Lemma ist ein Beispiel dazu angefiihrt. Eine allgemeine
Untersuchung, ob und welche algebraische Strukturen iber der Menge der
magischen Graphen einfiihrbar sind, ist allerdings noch nicht durchgefiihrt

worden.

Lemma 2.3:

Beweis:

Sind X und Y magisch mit derselben Summe t, X,Y beide # G{l},
so, daB X und Y Komponenten eines magischen Graphen sind, so
kann durch nachstehende Tokale Transformation ein zusammen-
hangender magischer Graph Z erzeugt werden.

a

b c

©

—~

[
b]
—n

FI1G. 2.1

In der Transformation wird o0.B.d.A. vorausgesetzt, daB die
Kantenbewertungen g(ei) £1,2,3,4,5 sind. Dies ist trivial

zu erreichen. Ebenso kann angenommen werden, daf
lg(ei)—g(ej)|=é 3 sodaB auch g(ej)—Z, g(ek)—l,

q(ei), j=1,3; k=2,4; i=5,6,c000s. ,n von einander verschieden

und ungleich 1,2,3 sind.
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Definition 2.1: Sind X=(V,E) ein ungerichteter Graph und F=(VF,EF) ein
spannender Teilgraph von X, d.h.: V=VF und EF C E,ohne

isolierte Knoten, so heiBt F ein F-Faktor von X, wenn
seine Komponenten aus einzelnen nicht adjazenten Kanten
und/oder aus Kreisen mit ungerader Kantenanzahl bestehen.

Beispiel: ///

Fig. 2.2

In Fia., 2.2 sind F-Faktoren eines Graphen X gezeichnet. Ein F-Faktor zerfdllt
in eine "Linearkomponente" L, die ein Matching auf X ist und durch die einzel-
nen Kanten zusammen mit ihren inzidenten Knoten gebildet wird, und in eine
Kreiskomponente {K21+ﬂ, i=1,2,... , die aus ungeraden,

paarweise disjunkten Kreisen |<21.+1 mit 2i+1 Kanten besteht.
Sonderfdlle sind L=@ oder {K21+ﬁ=0.
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£in F-Faktor kann somit, soferne L und die K,. nicht leer sind, folgender-
. : 2i+1
maflen graphisch veranschaulicht werden.

AN

Es gibt Graphen, die

FIG. 2.3

keinen F-Faktor enthalten. Wichtige Spezialfdlie von

F-Faktoren sind perfekte Matchings und Hamilton'sche Linien.

Definition 2.2:

Definition 2.3:

Hilfssatz 2.1:

Beweis:

Eine Matrix P heiBt Permutationsmatrix, wenn sie in jeder
Zeile und jeder Spalte genau eine Eins besitzt, sonst aber
nur aus Nullen aufgebaut ist.

Seien P und Q zwei quadratische (n,n) Matrizen. Dann
bedeute P < Q, daB P durch Nullsetzen von Elementen

qij # 0 aus Q entstanden ist.

Sei A die (n,n) Adjazenzmatrix eines Graphen X mit |V(X)| =n
Knoten und sei P eine (n,n) Permutationsmatrix mit P<A.
Dann enthalt A einen F-Faktor, der durch P konstruierbar
ist.

Es geniigt wegen P < A zu zeigen, daB man durch P einen
Graphen mit n Knoten erkldaren kann, der aus einer
Linearkomponente und/oder einer Kreiskomponente besteht.
DaB dann P ein spannender Teilgraph von A ist, folgt un-
mittelbar aus P < A.
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Ist P symmetrisch, so ist P auffaBbar als Adjazenzmatrix eines
Graphen. Auf Grund der Definition einer Permutationsmatrix folgt
ferner, daB der Grad jedes Knoten dieses Graphen eins ist und
weil P symmetrisch sein soll, muB auBerdem n gerade sein. Somit
erklart P auf dem Graphen X ein perfektes Matching mit n/2
Kanten, welches ein Spezialfall eines F-Faktors ist.

Ist P streng asymmetrisch, d.h. ist fiir jedes pij # o das
spiegelbildlich dazuliegende pji = 0, so kann man P zu einer

(n,n) Matrix P erqganzen, P < P, indem fiir jedes

Pij # 0 das zugehorige Ps ebenfalls # 0 (namlich = 1)

gesetzt wird. P enthdlt dann 2n von Null verschiedene

Elemente und es gilt P < P < A. In jeder Zeile und in jeder
Spalte von P sind genau zwei Elemente p # 0. FaBt man

jetzt P als Adjazenzmatrix eines Graphen Y auf, so ist Y ein
spannender Teilgraph von X, wobei jeder seiner Knoten y den Grad
d(y)=2 hat. Somit zerfdallt Y in eine Menge von Kreisen

{KZr} und/oder {K2r+ﬁ . Aus den Kreisen KZr kann in

trivialer Weise eine Linearkomponente fiir den zu bestimmenden
F-Faktor ausgewahlt werden; die K2r+l - soferne nichtleer -
bilden die Kreiskomponente dazu.

Ist P weder symmetrisch noch streng asymmetrisch, so geht man

uber zu einer Matrix P mit pij = pij N Dji' Damit

definiert P mit P < P < A einen spannenden Teilgraphen Y von X,
dessen Knoten y entweder den Grad d(y)=1 oder den Grad d(y)=2
haben. Da die Anzahl der Knoten mit d(y)=1 wegen P < A gerade
sein muB, ist unter Wiederholung der Konstruktionsmechanismen
von oben klar, wie aus Y ein F-Faktor bestimmt werden kann.



Hilfssatz 2.2:

Beweis:

Definition 2.4:

Hilfssatz 2.3:

Beweis:

>m,. = :EHHJ = s. Somit gilt wegen A = s "M
J
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Sei P eine (n,n) Permutationsmatrix mit P < A und denselben Vor-
aussetzungen wie bei Hilfssatz 2.1. Weiter sei pij # 0. Dann

kann man aus P einen F-Faktor so konstruieren, daB die Kante
[x;.x5] = [1,3] € E(F).
v def

Ist P symmetrisch, so ist der F-Faktor eindeutig bestimmt und es
ist [1,i] wegen p1j=1 trivialerweise aus E(F). Es geniigt so-

mit, die Argumentation fir den Fall zu fiihren, daB P streng
asymmetrisch ist. Durch den Ubergang zur symmetrischen Matrix
P mit P<P<A werden in dem zu P gehtrigen Graphen Y

Kanten [k,i] und [j,1] eingefiihrt und [k,i],[1,3],[3,1] liegen
auf einem Kreis K2r oder K2r+1' Liegt [1,j] auf dem ungera-
den Kreis K2r+1’ so gehort dieser zur Kreiskomponente von F

und die Behauptung ist richtig.Im anderen Fall wird jede zweite
Kante aus K2r fur die Linearkomponente von F ausgewahlt. Be-

ginnt man mit der Auswahl bei [i,j], so ist bereits die Aussage
des Satzes erfiullt.

Eine quadratische (n,n) Matrix A heiBt doppelstochastisch wenn
gilt:
(i) 3 5

(ii) :§:aij = ;?:aij =1

=0

Ist der Graph X magisch mit der magischen Summe s, so erklart
seine zugehorige bewertete Adjazenzmatrix M durch A = s—lM
eine (symmetrische) doppelstochastische Matrix A.

Da X magisch sein soll, gilt fiir die Zeilensummen bzw. die

Spaltensummen der bewerteten Adjazenzmatrix M die Beziehung
1

fi

und a..=s Im.. Zaij = >a.. = 1.
i

1] 1] j 1]
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Wir bezeichnen die bewerteten Adjazenzmatrizen von magischen Graphen der Kiirze
wegen als magische Matrizen. Entprechend dem Hilfssatz 2.3 kann man einer
solchen Matrix M immer eine doppelistochastische Matrix A zuordnen, die mit

aij = 0 oder aij # 0 ebenso den zu M gehorigen Graphen X definijert.

3. Charakterisierung magischer Graphen

In diesem Abschnitt wollen wir eine notwendige und eine hinreichende Bedingung
fiir die Eigenschaft "magisch" ableiten. Der Beweis dazu wird unter Verwendung
der Hilfssatze 2.1 - 2.4 und mittels allgemeiner Sdatze Uber doppelstochastische
Matrizen (/BE 66/) geflihrt. (Satz von Birkhoff).

Hilfssatz 3.1: Ist A eine doppelstochastische (n,n) Matrix, so ist mindestens

i i i
eines der Entwicklungsglieder al1 a22...ann

ihrer Determinante von Null verschieden.
Der Beweis dazu findet sich bej KONIG (/KO 35/) oder bei BERGE (/BE 66/).
Satz 3.1: Ist A eine doppelstochastische (n,n) Matrix, so gibt es

Permutationsmatrizen Pl’ P2""'Pk und positive Zahlen
S R
tl’ t2"""tk = (0 sodaB gilt:

k
(i) > t. = 1
“— i
i=1
k
(i1) A= > t. P,
= i i
i=1
Beweis: (siehe /BE 66/ Kap. 10, Theorem 11): Laut Hilfssatz 3.1 gibt es
i i i
einen Ausdruck a 1 a 2...a " # 0. Sei
3 1 % n
- n . _
t1 = min (a1 seeeesdp ). Dann gilt A = t1P1+A1,
wobei die Permutationsmatrix P, durch (i L)

Tisinsene
1 1°°2° n
definiert wird. A1 ist wieder doppelstochastisch, enthdalt
aber mehr Nullen als A. Das Verfahren wird im Sinne von
A=t P+ (t2 P2 + A2) fortgesetzt, bis mit

11
A=t P+t P, +...+t P +A mitA =0

11 2 2 : kK k K Kk
abgebrochen werden kann.



Satz 3.2:

Beweis:

Satz 3.3:

Beweis:
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Ist M eine magische (n,n) Matrix, mit der magischen Summe s, so
gibt es eine Zerlegung durch Permutationsmatrizen Pi’ sodaf

k *
t. P..
j=1 ' !

Aus Hilfssatz 2.3 und Satz 3.1 folgt unmittelbar:

k -
M=3sA=s(>t.P.) = >t.P,
< Y37 < 4"
i=1 i=1
Dabei ist Zti = 1 und zt1.=s.
=1 i=1

Ist M eine magische Matrix und zugleich Adjazenzmatrix eines
paaren Graphen X, so gibt es stets eine Zerlegung von M entspre-
chend Satz 3.2, wobei die Permutationsmatrizen Pi symmetrisch
sind.

Zum Beweis ist es nitzlich, sich in Erinnerung zu rufen, daB ein
paarer Graph X keine ungeraden Kreise enthdalt und somit die
durch die P, erklédrten F-Faktoren perfekte Matchings (Linear-
faktoren) ind.

Der Beweis wird indirekt gefiihrt.

*
Es sei M = :E:tiP. eine Zerlegung nach Satz 3.2, wobei
die Summanden so géordnet sind, daB die ersten r-1 Permutations-
matrizen alle symmetrisch sind:

r-1 «
M = gtipi L PN
i=1
Pr sei demnach asymmetrisch und man kann auch in der weiteren
*
Zerlequng von ( t By * Mr) keine symmetrischen P ab-
spalten. Sei mit PI die Transponierte von Pr bezeichnet.

Durch Umformen erhalten wir:
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Satz 3.4

Beweis:

r-1
_ 1% ol 21% 0 o7
M= 5 tPyt Ztr(Pr+Pr)+Mr+?tr(Pr Pr)
B -1 * N 1.* T M*
o= tPy Ztr(Pr ¥ Pr) T My
i=1
. * 1. * 0]
Es sind M, :E:t1P1 und ?tr(Pr+Pr)

doppelstochastisch und symmetrisch. Der Ausdruck

1,* j . . 1,%,.1 2

étr(Pr+ir) 1aB§ sich zerlegen in ?tr(Pr+ Pr)’

wobei Pr und Pr symmetrische Permutationsmatrizen

sind. Also haben wir noch zwei weitere symmetrische P in der

Zerlegung gefunden. Widerspruch!

Sei M eine magische Matrix und zugleich Adjazenzmatrix eines paaren
Graphen. Ferner seien m.. und m . zwei beliebige verschiedene
Elemente # O daraus. Dand gibt 5; stets eine Zerlegung durch
symmetri;che Permutationsmatrizeanr, bei der fiir eines der Pr
gilt : p.. = 1 genau dann, wenn p,, = 0 .

ij k1
Wir beginnen mit einer Zerlegung gemaB Satz 3.2 bzw. Satz 3.3,
brechen jedoch nach dem ersten Schritt ab,wobei P1 symmetrisch ist:

_x
M = thl + M1

0.B.d.A.kann angenommen werden, daB m1.j in P1 durch ein p%j
reprasentiert wird. Ist dann M nicht in P1 durch pi1

dargestellt, so sind wir fertig.

Im ande;en Fall 153 Mllwieder doppi1stochastisch und symmetrisch.
wigen mij: m1.j - tl, My = Mg - t1 und mij # m sind auch
iJ k1
AuBerdem hat Ml mehr Nullen als M. Also kann man Ml analog
zerlegen. Da auch nach der r-ten Zerlegung die m:j und
m£1 verschieden sind, soferne sie bis dahin gemeinsam

m und m verschieden.

aufgetreten sind, gibt es einmal ein Ps’ durch das mit

*
_ S
t mij (oder umgekehrt).

das m?j verschwindet, nicht aber mi1



Satz 3.5:

Beweis:

Satz 3.6:

Beweis:

Satz 3.7:

Beweis:
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Ist X ein paarer magischer Graph, so gibt es zu je zwei Kan-
ten el, e, einen F-Faktor, der eine der beiden Kanten

enthdalt, die andere jedoch nicht.

Der Satz ergibt sich sofort, wenn man die Aussage von Satz 3.4
beziiglich der Permutationsmatrizen Pr gemaB Hilfssatz 2.2
graphentheoretisch interpretiert.

Ist X ein magischer Graph, so liegt jede Kante e mindestens auf
einem F-~Faktor.

Sei M die zu X gehorige magische Matrix und sei m].j der Repra-
sentant von e = [xi,xj]. Dann folgt aus der Zerlegung von

Satz 3.2, daB e durch ein p?j in einer Permutationsmatrix

Pr reprasentiert wird. Dann kann man laut Hilfssatz 2.2 einen
F-Faktor konstruieren, der e = [Xi’xj] enthalt.

Ist X ein Graph, bei dem jede Kante e auf einem F-Faktor liegt

und gibt es zu je zwei Kanten ;s e einen F-Faktor, der

2
eine der beiden Kanten enthdlt, die andere jedoch nicht, so ist

X magisch.

Zuerst erzeuge man eine Bewertung der Kanten von X, sodaB die
Summe der Bewertungen der in einem Knoten inzidierenden Kanten
fiir alTe Knoten gleich ist:

Emij ==

L J

mw Sl

wobei die mij noch nicht notwendigerweise verschieden sind.

Dies erreicht man wie folagt:
S1: anfangs werden alle Kanten e mit 0 bewertet.
S2: flur jedes e € E(X) konstruiere laut Satz 3.5 einen
F-Faktor und erhdohe die Bewertung m,. der Kanten

e = [xi,xj] von E(F)

um 1, falls e aus der Kreiskomponente von F ist und
um 2, falls e aus dem Linearteil von F dist.

1J
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Theorem 3.1:

Der Beweis von
und 3.7.

Theorem 3.2:

Beweis:

Theorem 3.3:

Im allgemeinen Schritt missen nun die Bewertungen m1.j und m 1

verschiedener Kanten e, = (Xi’xj] und e, = [xk,x1],

1
falls noch mij =M ist, verschieden gemacht werden. Dies

erreicht man durch analoge Anwendung von S2 von vorhin entlang
des F-Faktors laut Voraussetzung, der 0.B.d.A. e enthalt,

aber nicht e, Vorher missen die schon vorliegenden Kantenbe-
wertungen mit einem Faktor k = 2 multipliziert werden, damit die
Differenzen mr -m verschiedener Kantenbwertungen genii-

S ap
gend groB werden.

Ein paarer Graph X ist genau dann magisch, wenn jede seiner

Kanten auf einem F-Faktor liegt und zu je zwei Kanten e e

17 72
ein F-Faktor existiert,der genau eine der beiden Kanten enthalt.

Theorem 3.1 ergibt sich durch Zusammenfassen der Satze 3.5, 3.6

Ist X ein paarer Graph, so ist er genau dann magisch, wenn jede
seiner Kanten in einem perfekten Matching liegt und es zu je
zwei Kanten ers €5 ein perfektes Matching qibt, das genau

eine der beiden Kanten enthalt.

Da X ein paarer Graph ist, enthalt X keine ungeraden Kreise.
Daher besteht jeder F-Faktor nur aus einer Linearkomponente und
ist daher definitionsgemaB ein perfektes Matching.

Die vollstdandigen Graphen mit |V(X)|=25 Knoten sind magisch.

Der Beweis zu Theorem 3.3 ist insoferne leicht zu fiihren, indem man die Fdalle
[V(X) gerade und |V(X)| ungerade unterscheidet. Im ersten Fall zerfallen die
Graphen in Linearfaktoren, d.h. in perfekte Matchings (/KO 35/) und die hin-
reichende Bedingung von Satz 3.7 ist leicht erfullbar. Im anderen Fall geht man
zundchst fir den vollstindigen Teilgraphen mit |V(X)] -1 Knoten genauso vor und
konstruiert dann als Kreiskomponente ein Dreieck mit dem |V(X)|.ten Knoten usw.
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4. Ausblick

Das urspriinglich rein zahlentheoretische Problem ist durch die Satze von vorhin
zu einem Strukturproblem geworden. Die zentrale Rolle spielt der F-Faktor laut
Definition 2.1, der als Verallgemeinerunc des Faktorbegriffes (/KO 35/) anzu-
sehen ist.

Wie eingangs bemerkt wurde, gibt es Graphen, die keinen F-Faktor besitzen und
bei paaren Graphen, die einen F-Faktor haben, ist dieser ein perfektes Matching
(Linear-Faktor). Insoferne erhebt sich die Frage, welcher allgemeiner Zusammen-
hang zwischen F-Faktoren und Matchings voriiegt, insbesondere, ob sich aus
einem gegebenen F-Faktor eines Graphen X ein maximales Matching in Polynomial-
zeit bestimmen 1aBt. Ahnlich wie bei Matchingproblemen ist die gestellte
Aufgabe fiir paare Graphen einfach gelost. AuBerdem 1dBt sich das Theorem 3.2
leicht algorithmisieren, sodaB filr magische paare Graphen auch leicht eine
magische Bewertung gefunden werden kann.

DaB fiir nichtpaare Graphen die Bedingung nicht notwendig ist, zeigt das nach-
stehende Gegenbeispiel von Fig. 4.1, in der fur den zusammenhangenden Graphen X
eine magische Bewertung angegeben ist, ohne daB fiir die beiden stark ausgezo-
genen Kanten ein F-Faktor existiert, der genau eine der beiden enthdlt.

219 50
34
10 90
6 86
250 70
4
FIG. 4.1
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